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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ n-МЕРНЫХ 
ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ 
Пусть М - n-мерное, связное, ориентируемое многообра­
зие класса С3. Рассмотрим гиперповерхность М = (М, и), 
полученную С3 -погружением и : м ~ JRn+l, и С2 -гладкую 
функцию Ф : Rn+l ~ IR., ~ Е JR.n+1, Ф(-~) = Ф(~) . Если обо­
значить через ~ поле единичных нормалей к поверхности М, 
то для любой С2-гладкой поверхности м определена вели­
чина 
F(M) = ! Ф(~) dM, 
м 
которая не зависит от выбора нормали ~ . 
(1) 
Основным объектом данного исследования являются по­
верхности, являющиеся экстремалями функционала (1). За­
метим, что при Ф(О = 1 экстремалями функционала (1) яв-
ляются минимальные поверхности . Целью настоящей работы 
является получение признаков устойчивости и неустойчивости 
экстремальных поверхностей М. 
Введем понятие вариации функционала {см ., например, [3]) . 
Пусть V - С2-векторное поле, определенное в окрестности 
поверхности М и такое, что выполнены условия: Vlaм = О ; 
Vlм = h · ~. где h Е CJ(M), ~ - поле единичных нормалей к 
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поверхности; интегральными кривыми поля V являются пря­
мые линии и вдоль каждой интегральной кривой IVI = const. 
Ясно, что любое векторное поле V = h · ~' заданное вдоль 
М, можно продолжить в некоторую окрестность М так, что 
будут выполнены сформулированные выше условия. 
Пусть 9t(x) : JR.3 ~ JR.3 - одвопараметрическая группа 
локальных диффеоморфизмов векторного поля V, т. е. 9t(x) -
решение задачи Коuш: dgt(x}/dt = V(gt(x)), 9t(x)lt=O = х. 
Положим Mt = 9t(M). Ясно, что Мо = М. 
Определение 1. Поверхность М являете.я экстремаль­
ной, ес.11и первая вариация функциона.11а (1) равна нулю, т. е. 
1t_ f Ф(~) dMt =0. 
Mt t=O 
Определение 2. Экстремальная поверхность М устйU­
чива {неустойчива}, еС.11и вторая вариация функционала (1) 
~ f Ф(~) dMt знакооnределена {не является знакооnре-
Мt t=O 
деленной} при всех бесконе-чно малых деформациях поверхно-
сти М с фиксированием границы дМ. 
В работе [1] был доказан результат, который послужил ос­
новой при доказательствах признаков устойчивости и неустой­
чивости для поверхностей вращения. 
Далее будем рассматривать функционал специального вида 
F(M) = j ф(~nн)dМ, 
м 
(2) 
где dЛ1 - элемент площади на С2-гладкой поверхности 
М С JRn+l, заданной радиус-вектором 
R(t, О) = (t, r(t)p(O)), (3) 
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() Е 3n-1, р(()) - радиус-вектор 3n-l сферы, t Е (а , Ь) С 
с JR., r(t) - С2 -гладкая функция на (а, Ь) , (n+I - координата 
единичной нормали к поверхности М. 
Пусть Ф' = дф/д(п+1, Ф" = д2ф/а(;+ 1 , r = дr(t)/дt, r = 
= д2r(t)/дt2 , в = Ф" /((1 + r2)(Ф + Ф'r /vl + r2)), тогда спра-
ведлива следующая 
Теорема 1. Поверхность М , заданнал радиус-вектором 
(3), является экстремальной тогда и только тогда, когда 
~- п-1 =О. 
1 + r2 в+ 1 
Экстремальная поверхность М устой'Чuва тогда и только 
тогда, когда квадрати'Чная форма 
J {_!!l_ (В+ l) + IDehl 2 _ h2 (п - l)(n +В)} х l+f2 r 2 r2(1+f2) B+l 
м 
х(Ф+ ~)dм 1 + r 2 
знакооnреде.лена в классе липшицевых функций h : Rn+l -+ ~. 
таких, 'Что hlдм = О. 
Пусть 
h(t, ()) = h(t) , a(t) =(В+ l)(Ф + ф'r/../1 + r2)r/../1 + r 2 , 
{З(t) =((В+ 2)/(В + l))(Ф + ф'r/../1 + r-2)/(r../1 + r-2), 
fЗn(t) = ((п - l)(n + В))/(В + l)(Ф + ф'r/../1 + i-2)/(r../1 + f2) . 
Тогда справедливо 
Следствие 1.1. Экстремальнал поверхность, заданнал ра­
диус-вектором (3), лвл.яется устой'Ч.uвой, если a(t)/Зn(t) ~ О 
для всех t Е (а,Ь). 
Н.М. ПОЛУБОЯРОВА(МЕДВЕДЕВА} 277 
Заметим, что в случае п = 2 поверхность М С R3 задана 
радиус-вектором r(t,B) = {t,r(t)cosB,r(t)sinB}. 
Следствие 1.2. Поверхность М С JR.3 , заданная радиус­
вектором (3), является экстремальной тогда u только то­
гда, когда вътолнено одно из уравнений 
rr/(1 + i-2) -1/(В + 1) =о 
или 
:t ((Ф'~+Ф) n) =0. 
Экстремальная поверхность М С JR.3 , заданная радиус­
вектором (3), являете.я устой'l.ивой тогда и только тогда, 
когда знакоопределена квадрати'l.ная форма 
ь ! { 0:(t)h?(t) - {3(t)h2(t)} dt 
а 
в кл.ассе липшицевъ~х функций h: JR-+ JR., таких, 'l.mo h(a) = 
=h(b)=O. 
Замечание. Следствия 1.1 (в случае п = 2) и 1.2 были 
опубликованы ка.к самостоятельные результаты в [4). 
Утверждение. Поверхности, заданные радиус-вектором 
(3), при ф((nн) = 1 являются экстремальными тогда 
и только тогда, когда выполнено равенство т/(1 + r2 ) -
- (п - 1)/т = О, и он.и совпадают с классом мuнимальнwх 
поверхностей. 
На основании теоремы 1 и определения 2 был получен при­
знак устойчивости (неустойчивости) для классов поверхностей, 
для которых выполнено условие a(t)f3n(t) ~ v2. Заметим, что 

